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L[V] = S(V) −∇ · F(V) − A(V)∇V v ¦$w
;<5������

V : Rd → Rp
��'+���p'�%�0>�<'�12���\��@�*��X!&1��2���3��%��p'�,.�����

V
Sx@A�<!&%���12'52�����c%��p�35��c'�,������c����')���)���3��:t�68

����%��g����S ��SF��;^�D��%���'"�3�)1����^�o�2��'������m�3�c%�,d���3����%��
Lh

;<5����\5>0 ��,2'%����eE.�������m8�����0�����')��%�����*K!&1��2���3��%���'�,.�����
Vh

%��4�3%]����%���5����DE.�������m8�����0�����')��%�����* !&1���������%�� '),.�����
Wh

Sgne52��'(%�,b�������3%��D��'W��%���'"�3��12���3���A@4l 0M1�*����F8
,�*Fl������(�;:�1����3��%�� v ¦'w ;<�F�35��W�3��'"�[!&12��������%���'

ϕ
���2�>@4l$��� �����������3�����W%iJ������5��<��%�0>�����

Ω ⊂ Rd
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(∆j)j=1,...,N
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V, ϕ
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∆j
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ϕA(V)∇V
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(ϕA(V)∇V)Φ
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�S.ne5 1�'<;[�7�������FJ��o���
∫

Ω

L[V]ϕdx =
∑

j

∫

∆j

S(V)ϕdx +

∑

j

∫

∆j

F(V) · ∇ϕdx −
∑

j

∫

∂∆j

ϕF̃(V) · ndσ +

∑

j

∫

∆j

ϕA(V)∇Vdx +
∑

j

∫

∂∆j

ϕ̃A(V)[V]ndσ v � w
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(ϕA(V)∇V)Φ
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ϕ̃A(V)
����,d������'$%�� ��5���,.����5

Φ
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Wh := Lh[Vh]
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Ω
Whϕh
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Lh
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F̃(V)
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@b����;[����� �35��(J���*�1���'e%�!

ϕhA(V)
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∂∆j

S
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L
5.��'O� 0�%���� ��%�0�,�*��9k !&%��)0R�

��� J�%�*�J������a!&%��(�mk2��0�,�*��T5�����5����(%��)�����f�������FJ��6�3��J���'(%�!
V

%��(��%��K8�*����2�t���)���3����'c��� �352�$��%��K8���%���')���"J��6�3��J��
,��)%K�21������V;[�a��0�,�*�%ZlA� �2����%�0>,b%�'��F�3��%��A%�!

L
S 5	�m�T1�'T��'�')1�0>���35.�6�M;[�a5.�tJ��a'),.�����¢��*%�,b���3�6�3%��)'

Ls!&%��
s = 1, . . . , S

0>��,�,2�����
Vs−1

��%
Vs := Ws × Vs−1

;<5������
V0 = V

�����
WS = V

'�1��\5 �35����
L = ΠS ◦ LS ◦ · · · ◦ L1

12'����2�]��5��>,2��%6Y)�����3��%��C%�,d���3����%��
ΠS(VS, . . . , V1, V ) := VS

S�ÿ�!X�t���\5A%�!^��5��
%�,b�������3%���'

Ls

��'+�?E.�)')�%����2���I%�,b�������3%���%�! �35��e!&%��)0 ����'���1�'�')���a��@d%iJ��e��5����$;[�c�����p��%��2')�3�)1��������'����������
%�,b�������3%���'

Lh,i

��'<@b��!&%��)�f�����]��%�0T@2�����W��5���')�7%�,b�������3%���'X�3%p���mE.���
Lh = ΠS ◦ Lh,S ◦ · · · ◦ Lh,1

S5 ���[1�'����0�%���'"�3�3�6�3�e�35���'��,�,��)%4���\5 ������5��c�t��')�D%�!g�o')��0�,�*��e')�t��*����+���2J����m�3��%�� ���*)�1�')��%��p�;:�1����3��%��
��� ¦ �hu

L[u] = −∂x

(

f(u) − K(u)∂x(k(u))
)

− A(u)∂xa(u) . v � w
ne5���'f��: 1.������%��-���	)d���)'f������;^% ��'�,b���m�3'f!&��%�0 v ¦'w�+ �F�f��%��4�3������'o�O'�����%����A%����2���o�����)��J����3�FJ��T������0 �����
��5��a��%���8���%���'����)J����3�FJ��>,���%���1��m�T��'7��%��K8�*������t���f���A�352� ��������J�������J��>�3����0 8D�35���'M*�������'o�3% ,2��%�@�*���0�'M���
���mE.���������35��p0��t��')1����$%�� ��5��p@d%�12���.���"l �yB�
�Sh@A�T�352�����m!&%����$!&%��)0 ��*�*�lO�)��;<�)���3�T��5���'(�;: 1.���3��%������ ��5��
!&%�*�*�%i;<���2�M!&%���0 1�'���������1KkK��*��¢���"l>!&12��������%���'

w1 = (w1,1, w1,2)
u

w1,1 = ∂xk(u) ,

w1,2 = a(u) ,

w2 = −∂x(f(u) − K(u)w1,1) − A(u)∂xw1,2 .

=?�mE.�������M�352�?%�,b�������3%��)'
L1[u] = (w1, u)

�����
L2[w1, u] = (w2, w1, u)
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Q(A−1(U))
+ 5������

Q
��'f�O��%���8�*������t��������lR���2�

A
'�%�0��$������������*
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��%���')����1��m�3��%��A%�!^,��)%�@�*���0 �2��,b���������4�M����'����������p%�,d���3����%���'

A−1
h

S�ÿ�!^��5���')�>�������tJ�����*¢��@�*��o�35��ml �t���-@b�
�����������3*Fl ������*�1���������� �35��p���������)���$!&�3��0���;[%���9 ����'����)��@b���A��@b%ZJ���S�ÿ����35���'W;X�tl ��5��p��,�,��)%4���\5-�t���-@b�
��,2,�*������O�3% ��%���'"�3��12���W�2��'������m�3�M%�,d���3����%���'<!&%��o: 1������7��%�0>,2*��������3���R'"l�')�3��0>'D%�!I�mJ�%�*�12�3��%��R�;: 1.���3��%�� ��'
;[�o;<��*�*d����0�%���'"�3�3�6�3�f���C<K��������%�� �KS

Y[Z-,6Z/. ^0% g21e^3b43+`�g�c ^05+stc�^al[p
<K%�!#���<;^�75.�tJ��$�p'���0>� 8���0�,�*������F�^�2��'������m�3��:����3��%��]%�!j�352�7�mJ�%�*�12�3��%��R�;: 1.���3��%��

∂tU(t, ·) = L[U(t, ·)](·);<5����\5 *��t���2'a�3% � ')l�')����0 %�!TU(=WHI' d
dt
Uh(t) = Lh[Uh(t)]

!&%�� �35�����%K��6>������� ��'O����E.�2�����
Uh(t)
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=?��,d������������%�� ��5��T')�3��@���*�����lO�)��'"�3����������%���'c��0�,b%�'���� @4lR��5��T'�,����3����*/%�,d���3����%��D%����T�t��� 1�'��$������5����?���
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d

dt
U(t, ·) = Lexpl[U(t, ·)](·) + Limpl[U(t, ·)](·) v B w

;<5������
Limpl[U(t, ·)](·)

��%�0T@�������'W��*�*V�35��p')�3��@���*�����l]�)��')���������3�����a�3����0�'�Sgne52����%����)��'),d%��2���������2��'������m�3�
%�,b�������3%���'[�����c��%��2')�3�)1���������������5��?'���0>�<0>���������^��'[%�1K�3*���������'�%7!#��������>!&%����5��c����0��m8�����')�����m�3��:t������%��
�T')��0��F8���0>,2*�������� �<1������98 8(12�)�\�M0�����5�%K����'X1�')����� �����mkK,�*������F�e��,2,���%4���\5O!&%��

Lexpl,h

�����O���O��0�,�*������F�
!&%��

Limpl,h

S4?�������];^�$��%�����*�1����7%�1��?�2��'���1�'�')��%��R;<���35 � '���0>,�*��f�mk2��0�,�*���S��^%��2'����2���D��5��T�mJ�%�*�12�3��%�� �;:�1����3��%��
;<5������(�352�('�,.�����¢��*d%�,b���3�6�3%��X��'e����J����O@4l v � w S�ne5��(E.�)')�<%��)�����X�����)0>'e*��t���a��%>�M����0��m8�')�3��,�����')�3�)���m�3��%��
������5���%��������(%�!^��5��p��������'���:��

h
;<5����)�t��'f�352�>���*)�12'���%�� �3���)0 ���4�3�)%K�21�����'7��'"�\��@���*��F��l �)��')���������3��%���%�!

��5��f%��������
h2 S.ne5����)��!&%��)�M���]��,2,���%�,2���¢�6�3�('�,2*����)�3�����T��'e����J����O@ l

Lexpl[u] = −∂xf(u) − A(u)∂xa(u) , v � w
Limpl[u] = ∂x(K(u)∂xk(u)) . v�� w

@A�I1�'���X')��0���*¢���d������%�0�,b%�'��F�3��%��W��' @b��!&%��)���t�2��E.�������
Lexpl,1[u] = (w1, u), Lexpl,2[w1, u] = (w2, w1, u)���2�

Limpl,1[u] = (ŵ1, u), Limpl,2[ŵ1, u] = (ŵ2, ŵ1, u)
@ l

w1 = a(u) ,

w2 = −∂xf(u) − A(u)∂xw1 ,

ŵ1 = ∂xk(u) ,

ŵ2 = ∂x(K(u)ŵ1) .

ne5���'<*��t����'X�3%

d

dt
U(t, ·) = Π2[Lexpl,2[Lexpl,1[U(t, ·)]]](·) + Π2[Limpl,2[Limpl,1[U(t, ·)]]](·) .

ne5��c'���0>,2*���'"�I�3��0>�98�����'����)������:t�6�3��%��T��'I���FJ����>@4l$�352�c!&%��";X��������@�����94;X���)�aHI1�*����+0>�m�35�%��gSx@ �F�35��f����0��m8
'"�3��,

∆t
�352��'e*�������'X��%

U(tn+1, ·) − U(tn, ·)

∆t
= Π2[Lexpl,2[Lexpl,1[U(tn, ·)]]](·) + Π2[Limpl,2[Limpl,1[U(tn+1, ·)]]](·) .
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Lexpl,Limpl
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 u

∂tU + ∇ · F(U) − Sg(U) − Sτ (U,∇U,∇2U) = 0 . v
	 w
ne5��7@.��*���������� : 1.���4�3�F�3����'D�����f�35��7����,K�35 %�!��35���z.%i;

h
�����R��5��M0�%�0����4�31�0

hu
S
Sg

��'c��5��M���)��J����2�
!&%��)���$�3%]�����iJ��F��l��	�����

Sτ

��'f�]')1�0 ��%���'���')�3�����O%�!�3���)0>'f0�%K�2��*������ ��5��>�2�	)d�������4�7�)��*���J����4�f')������')'���'�S@A�f%���*�l ������*�1��2�W��;^%p�3����0�'c���a�35��(!&%�*�*�%i;<���2�

U = (h, hu)T ,

F = (hu, huuT +
1

2
gzh

2I)T ,

Sg = (0, gz∇bh) ,

Sτ = (0,−µh∂2
xu1 + sin(φint)gzsign(∂yu1)h∂yh + . . . , . . . ) .

�c�����
gz
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b
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φint, µ���)�f��%���'"�\���4��'D0�%K�2��*������7��5��f���4�3�����.��*g!&�����m�3��%��a%�!V�35��f������� 1�*¢���e0 �������)�¢��*yS@ ����5M�c'���0>,�*����3������'"!&%���0>���3��%��(;^��t���M���m;<���F�3�+��: 1.������%�� v�	 w ��'V�c')l�')����0 %�!2E���')�/%��)�����V��: 1.������%��2'
!&%��

U
�����]��')���c%�!��������F�3��%��.��*+:�1����4�3��������'

V1

u
V1 −∇ux = 0 , v� w

∂tU + ∇ · F(U) − Sg(U) − S2(U,V1) = 0 v�� w
;<5������f�35��f���m; ')%�1������o�����)0 ��'e���FJ���� ��'

S2(U,V1) = (0,−µh∂xV1,1 + gz sin(φint)sign(V1,2)h∂yh + . . . , . . . ) .

Gc%��3� ��5��a��%��K8���%���'����)J�������J��a�����)0>'T���
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�;:�1����3��%���'e���)�W���FJ����O��'^!&%�*�*�%i;<'�SK_ �)%�0 0 ��'�'e���2��0>%�0����4��1�0 @.��*¢�������c!&%��^�352�?;X�6�3���^,�5.��')� v i = w

w
���2�]��5��f�4��'e,�5.��'�� v i = g

w ;[�f�����
∂t(φsi) + ∇ · (ui) = qi(si), v ¦�� w

ui = −λi(si)K∇pi,

;<�F�35��35��(!&%�*�*�%i;<���2�T��*�%�'�1��)�f����*����3��%���'

sw + sg = 1, v ¦�¦$w
pw = pg − pc(sw) = pg − pc(1 − sg). v ¦ � w@ �F�35����a�35���'X0>%�����*d�352�o12�!9 ��%i;<�]J����)�¢��@�*���'e�����?��5��f'3����1��3������%��2'X%�!	�35��f,�5���'���'

si

�2�35��(,2����')'�1��)��'c%�!
��5�� ,�5���'���'

pi

�V���2�C�35���,�5.��'�� J���*�%����F�3����'
ui

S
φ
������%��3��'7��5�� ,b%���%�'�����l�%�!X�35��>0>������120 �����

pc(sw)��'o��5��>����,���*�*¢���)l ,2����')'�1��)���/����J���� ��'M�O!&1���������%��-%�!X��5��p;X�������7'3����1��3������%���S 4 ,.���3��0�����������:t������%�� !&%��
��5���'e!&1����m�3��%��R��'c!&%��c�9k2��0>,2*��f����J����R@ l���5��o0>%�����* %�!����� 7f����12�\5 ����� v '����>�  
 w S λi(si)

�����2%��3��'c��5��
�)��*¢�6�3��J��T0�%�@���*�����l�%�!��5��

i
��5�,�5.��')���g����,d�����������O%�� �35��$'����312�3������%�� %�!��5��$,�5.��'���'�� ����'�,b��������J���*�l�S�ÿ��

���2��������%��
K

������%��3��'>��5�� ��@�'�%�*�12�3�O,b���)0>����@���*�����l-%�!D�35��]0>������120 �����
qi

����,�����'���� ��'a'�%�1�������'a�����
')���!9 '�Sd_.%��<����'"�\���2���f�35��o,�5.��')�o���3���2'�������%��O@b����;[����� �35��f;X�6�3���?�����R�4��'<,�5.��')�M��'c0�%�����*�*�������5���%�12��5
qi

S 4?'o���2����,b�����2���4�fJ������¢��@�*���'?!&%��(%�1��f��%�0>,212�\������%��2'?;^���\5�%�%�'��$��5��p'3����1��3������%�� %�![��5��p�4��'f,�5.��')�
sg

�������352�(,�����'�'�12���f%�!	�35��?�4��'e,�5.��'��
pg

SKne5����)��@4l�;^�f��'�'�120>���2�35.�6�X�35��(,25 l�')����'c���)�W'�12�\5]��5.���X;[�
��*F;X�tl�'W5.�tJ��

sg > 0
Sh<K120>0�������1�, ��5��T��: 1.�6�3��%���'W��� v ¦��xw ����� 1�'������ �352�T����*¢������%�� v ¦�¦'w ;^�M�����D!&%��

��5��f'�%��t��*�*�������*�%�@.��*dJ���*�%����F��l
u = ug + uw

�����]��5��f��*�%�@.��*�')%�1��)���(�3����0
q(s) = qg(s) + qw(1 − s)

∇ · u = q(sg). v ¦ � w
ne5��M��: 1.������%�� !&%��

pg

��'D���m�3����0�������� @4l 1�')����� ����*����3��%�� v ¦ � w �3% ����,2*¢�����
pw

@4l
pg − pc(1 − sg)

�����
����'����)�3�������35��]����E���������%���'p%�!

u,ui

���4�3%-��: 1.�6�3��%�� v ¦ � w SIne5 1�'��;[� ������;<���35 �352�R��*�*���,2�3���a%�,b�������3%��
A(pg) := −∇ · ((λw(1 − sg) + λg(sg))K∇pg)

u
A(pg) = q(sg) −∇ · (λw(1 − sg)K∇pc(1 − sg)). v ¦ B w

_.%��a�����\5 '�,b��������'���� �35�� ����'���%�1�'�,�5.��'�� ;[� 5.�tJ�� �3% ��%���'��������O�C���3���2'�,b%��)���;: 1.���3��%��gS^_ %��
c :=

(cH2 , cO2, cH2o, cR)T
;[�75��iJ��

∂t(φsgc) + ∇ · (ugc) −∇ · (φsgDg∇c) = rg(sg, sgc). v ¦ � w
ne5��?��: 1.������%���!&%����5��?'),d��������'

R
�����a@b�?���)%�,�,b��� @ l�1�')�����o�35��D����*¢������%��

cH2 + cO2 + cH2O + cR = 1
S

ne5������m!&%���� ��5�� J������3%���%�!f�35�� ��%��������4�3�3�6�3��%���'�������1�����'��3%
c := (cH2 , cO2, cH2O)T

S�ÿ�� ��5���'a0�%�����*
Dg

�����2%��3��'T�35�������'�,b���)'���%��C�3����'�%��$�2��'�������@������ ��5��a0>�����)%�'���%�,���� ���*)�1�')��%��C%�!<�35��a'),d��������'�S
rg

��'M�
')%�1������ ��')���!9a�����)0 ;<5����\5O!&%��e�9k���0>,�*��(����,�����'����4��'?������������%��2'e%�!/��5��f'�,b��������'�S

GD�9k��t��;[�(����;<�)�����W�35��(��@d%iJ��(�2��'�������@d���R0�%K�2��*d��'<�T')l�')����0 %�!VE���')�<%��������e��: 1.������%���'^����%��)�����^��%
��,2,�*�l]�35�� 5	="7 0>�m�35�%��gS�=?%����2��'�%���;[�$���2�-12,�;<�F�35 ��5��T!&%�*�*�%i;<�����>'����f%�![�;: 1.���3��%���'�S�ne5��$J�������%��
%�!/1��!9 ��%i;<��'D��'

U := (φsg, φsgc)
T
�����

V1,V2

�����WJ�������%���'c%�!V�3��0>,b%��3���)la�2�����2���RJ���*�1���'�S

V1,1 + K∇pc(1 − U1/φ) = 0,
V1,2 −∇(U2/U1) = 0,

v ¦ � w

V2 + K∇{A−1
(

B(V1,1, U1/φ)
)

} = 0, v ¦ 	 w
∂tU + ∇ · (F(U,V1,V2)) − S(U) = 0. v ¦  w



���������K��� % � ( & % �o��
	��
 ����
��;
 ��2���� % � ��� 
 % ����������� 
 % ��� 	

ne5��oE.��'"�?,���'�'D��'e!&%���0����R@4lO��: 1.������%���' v ¦ � w �.�352�7')����%���� @4l]��: 1.������%���' v ¦ 	 w�+ 5�������� pg

��'<��0�,�*������F�3*�l
���mE.����� @ l���5��

pg = A−1(B(V1,1, V1,1))
;<5������

B(x, y) = q(y) − ∇ · (λw(1 − y)x)
��'(�352� ������54�

5.�����R')������S.ne5��f*¢��'"�<,.��')'c��%���')��')��'<%�!j�;:�1����3��%�� v ¦  w ;<�F�35��352� z�1Kk�!&1����m�3��%��
F

F(U,V1,V2) :=

(

λg(U1/φ)V2

λg(U1/φ)V2U2/U1 − U1DgV1,2

)

�����]��5��f'�%�12����� ��'����!9a�3����0�'
S

S(U) :=

(

qg(U1/φ)
rg(U/φ)

)

.

�/Z-,6Z��jg s 3�c ^ak[g�� s k/^3gh` ��!8c l��[g b iCr8n�stc ^3l[p�b
_.%��j��5��D')��0T12*¢������%��T%�!g������������J��oz�%Z;<'�����4��'I��1���@������<��%�0M@�1�')��%���'��4�35��<������������J��?GD�iJ������"8a<��3%�9���'��: 1.�Z8
����%���'/��'/����E.�2���$��� � ¦ � 
2�����1�'����gS�ne52�X0 ��'�'/�����T0�%�0����4�31�0 ��%���')���)J�������%��7,.���"��%�!2�35��[��%�0�,�����'�')��@�*��
GD�iJ������"8a<��3%�9���'c��: 1.�6�3��%���'e�t���]@b�f;<�)���)�3���]��'

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρu) = 0, v ¦ � w

∂ρu

∂t
+ ∇ · (ρuuT + pI − τ) = 0. v � � w

ÿ��C��5�� 0�%�0����4�3120 ��: 1.������%�� v � �xw � τ
������%�����'M��5��>'"�3�)��'�'7�3���2'�%��o;<5����\5C!&%��MGc��;e�3%����¢��� z.1�����'75���'

��5��(!&%���0

τ = µ

(

Du + (Du)T −
2

3
(∇ · u)I

)

v � ¦'w
;<5������

µ
������%��3��'<�352�fJ���'���%�'�����la%�!/��5��"z.1����R�����

I
�35��f1��2����l ������')%���S

ÿ��]%��������e�3%p�����e��%$�35��f������������J��fG?�tJ�������83<���%x9���'D�;: 1.���3��%���'���,.���"�3�¢��*����*)��������4���¢��*g�;: 1.���3��%���!&%��^��5��
�\5���0>���t��*�'�,b��������'D�����f����������u

∂ρwi

∂t
+ ∇ · (ρwiu) + ∇ · ji = ṁi, i ∈ {1, nspecies} v ��� w

;<5������
ji
��'W� z�1Kk �)��')1�*�������� !&�)%�0 '�,b��������'(�2�	)d1�'���%��gSbne5��T'�%�1������T�3���)0

ṁi

%����������.�6�3��'<!&��%�0 '),d��������'
��%��4J����)'���%���'M�21��$�3%]�\5���0�������*I������������%���'�S ne5���'�,b��������'o���	)d1�')��%�� ��'o0�%�����*�����1�'������R_�����9�� 'o*��t;

ji =
−ρDi∇wi − ρ

∑nspecies

j=1 Dj∇wj

;<5������
Di

��'(� ���*)�1�')��%�� ��%���'"�\���4�(;<5����\5 �t��� @b�T�\5�%�'�������������,b����8
�����4�3*�l !&%��e�t���\5R'�,b��������'

i
S

=?1��p�3%���5��p��%���')�������3������%���%�![���*)�1�')��%�� %�!^'),d��������'(;<���35����*)��������������4�35���*�,4l�%�!!&%���0>������%��
∆Hi

�
��5��f')�\�����.���)�R�������)��lO��: 1.������%��O0T12')�<@b�o')1�,�,�*���0����4�3���R;<�F�35]���]�������F�3��%��.��*b�3���)0R�2*��t���������T��%

∂ρe

∂t
+ ∇ · (u(ρe + p)) = −∇ · (jT + τu +

nspecies
∑

i=1

∆Hiji). v ��� w
ÿ��T��5���'j�;: 1.���3��%��

jT
��'/�352�X�3��0�,b���3�6�31��)�^���*)�1�')��%�� z.1KkT�����$��'/����J����$@4l$_.%�12��������� '�*��i;���'

jT = −λ∇T;<5������
λ
��'X��5��f5��t�6�D��%�����12���3��%��]��%�� 6��������4�D�����

T
�352�W�3��0�,b���3�6�31��)��S

ÿ���%����2���?��%���*�%�'��M��5��$')l�')����0 %�![�;: 1.���3��%���'W�2��'���1�'�')���-5����)��� �����������F�3��%��.��*	�mkK,��)��'�')��%��-����*¢���������
��5��>��5����)0>%��2l��.��0����$J���������@�*���'f��'f�����������gS �c�������V��5�� �����t��*����'7*��t;

p = ρRT
��'f1�'����g�/;<5��������35��



 ���������	��
��������������������������
����������! "�$#%'&)(�% �	���+*,�.-/�!�10����32����
�����t��*/�4��'(��%���')�3���4�f%�!+�35��p0��Fk��312���M��'(�mkK,��)��'�')���C��'

R = R∗
∑nspecies

j=1
wj

Wj

;<����5
R∗ := 8.136J/mol@b�������$�35��f1����FJ�����'3��* �4��'<��%��2')�\��� ��S

ÿ�!?��5��O'�,b������E.�]5��t�6�>����,.��������l
cv

��'���'�')1�0>������%A@b�O�����2��,b���������4� %�!c�352�O����0�,d���3����1����
T
����5��

'),d������E��f��%��\��*g����������l
ρe

��'e����J���� ��'

ρe =
1

γ − 1
p +

1

2
ρu2 +

nspecies
∑

i=1

∆Hiρwi v �?B w
;<5������p�35��p���mE.���F�3��%��

γ := cp/cv

���2�-��5��p������� ������l
R = cp − cv

��'(1�')���g�V��'(;[��*�*I��'(�35��p�;:�1����3��%��
%�!^')�3���3��S�U?J����3��*�*j;[�a���)����J������7�]')���7%�!X�;:�1����3��%���'f!&%��(�35���,.���"�3�¢��*j���	)d���)���4�3����*t: 1.���4�����3����'f���

U =
(ρ, ρu, ρe, ρw)T

��*�%�')��� 1�')����� v �?B w ��% ���mE.���a�352�a,�����'�')1����
p = p(U)

����� �352�a����*¢������%��
T = p

Rρ

S@ �F�35]�$'���0�,�*��?�3������')!&%���0>���3��%��a;^�(E.����*�*Fla���)���FJ��o���c�$')l�')����0 %�!VE.��'"�c%��������e��: 1.������%��2'

V1 − µ
(

Du + (Du)T −
2

3
(∇ · u)I

)

= 0,

V2 + λ∇
ρR

p(U)
= 0,

V3 + ρD∇w + ρ
∑nspec

i=1
Di∇wi = 0,

v � � w

∂tU + ∇ · F2(U,V1,V2,V3) = S2(U) v � � w
;<5������f�35��f���m; z.1�kOJ����m�3%��

F2
�����O'�%�12�����f�3����0

S2
�����f���FJ����]��'

F2(U,V1,V2,V3) =
(

ρu, ρuuT + p(U)I + V1,

(ρe + p(U))u + V2 + V1u +

nspecies
∑

i=1

∆HiV3i, ρwuT + V3

)T

,

S2(U) =
(

0, 0, 0, ṁ(U)
)T

.

�/Z���Z���^ar/n�^af ���As�� l[n�` \ mal � b � ^ c � ����s>b g �	� ��s>p�
[g
@A� ��%���'��������o�35��>�2l��.��0�����'M%�!<�]��%�0�,��)��'�')��@�*��>*�� : 1����K8�J���,b%�1�� z.%i; 1��2�����)��%����2� ,�5.��')�>���3����')������%���'
;<5����\5$��'/��%iJ����)������@4l7��5��X��%�0>,2����')'���@�*��^G?�tJ�������83<���%x9���'"898D%��"�3��;[���f'"lK'"�3��0 � ¦�¦ 
�S�ne5���'/��'I���T�mk��3����'���%��
%�!��35��?G?�tJ�������83<���%x9���'X')l�'"�3��0 ;<����5a���a�������F�3��%��.��*2��5����)� %��)������3���)0 �35.����\�?9���'[�35��D� )d�����^%�! ')1��)!#�����
������')��%��R���<,�5.��'��f@d%�1����.���)����'c���4�3%p������%�1��4��S

∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρuuT ) + ∇p(ρ) = ∇ · τ + λρ∇∆ρ
v � 	 w

;<5������(�352�o12�!9 ��%i;<��'?�����W�352�o�2����')����l
ρ(x, t) > 0

���2�O��5��WJ���*�%����F��l
u(x, t)

�
τ
��'X�35��f1�')1.��* GD�iJ������"8<���%x9���'j�3����'�%��j��'����M�35��^'����m�3��%��T@b��!&%��)������5��X����,���*�*¢���)����l

λ > 0
��'j��9 ��%i;<�p��%���')�3���4�+�����T��5��[!&1��2���3��%��

p = p(ρ)
��'����J����a@4l �oJ����K8�������8 @C����*�'[�;:�1����3��%�� %�!g')�\�6�3�D;<52�����D�35��?����0�,d���3����1����c��'+E2kK���a��%$�7��%��K8

'"�\���4�c@d��*�%i; �35��f��������������*b����0�,d���3����1����W��%p��*�*�%i; !&%��e,�5.��')�(�3�3����'��F�3��%���'�SKGD%����W�35.�6�e�35������f��'X�2%�%��������
,.���3��0��������X��� �35���'X0�%K����*b��5.���e���������t������'[��5��(,�5.��'���'�Sqÿ����35���'X0�%K����*b��5��(,�5.��'���'<�����W���m�3����0���������@ l
��5��(J���*�1��(%�!V�352�o�2����')����lO%���*Fl v *�%i; �2����')����l�?J���,d%�12���.5�����5������2'�����l�W*�� : 1���� w S
ne5��<'"lK'"�3��0 ��������*�')%f@d�X;<�)���������p���p��%���'����)J�������J��e!&%��)0 @�1K�[�F�j�312�������>%�1K�I�3%f@d�<@b���)�3��� v '����M� ¦ �Z
b�����
�)��!&���)��������'c�35���������� w �3%p����'����)������:��(��5��(�35������]%��������e�3���)0 �3%�������5����e;<����5��35��

∇p(ρ)
�3����0 ���O��%�����%��K8

')���)J�������J��W!&%���0 ���a%��)�����X��%$�����c������12�3�����(����')1�*���'X;<5����O��%�� �����FJK����*�*�%K����*b��: 1���*���@��)��1�0 ��%��2E.��1��3������%��2'



���������K��� % � ( & % �o��
	��
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 ��2���� % � ��� 
 % ����������� 
 % ��� �

���)�f,�����'����4��S
∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρuuT ) + ρ∇κ = ∇ · τ
v �  w

;<5������
κ
��'e�2��E.����� @4la��5��f����*����3��%��

κ = κ(ρ, ∆ρ) := −λ∆ρ + µ(ρ), µ(ρ) :=

ρ
∫

0

p′(s)

s
ds. v � � w

ne5�� ���2J����4�\����� %�!W��5�� ��%�����%��2'����"J����3�FJ�� !&%��)0 ��'��35.���>�35��]J���������@�*��
κ

��,�,b�t����' �9kK,�*���������*�l ������5��
�;:�1����3��%��gS

κ
��'f�;:�1���*��%R')%�0��>��%���')�3���4�T�6�M�]')�3���3�����;: 1���*���@��)��1�0 ')�3���3� v �yS���S	�R')�3���3�p;<����5

∂tρ = 0���2�
u = 0

w S <K%]��5�������')�����m�3��:t������%���%�![�35�����%�����%���')���)J�������J��>�)��!&%��)0T1�*¢�6�3��%�� %�!^��5��>�;: 1.���3��%��-*��t����'
�.�6�31�����*�*Fl>��%>�$;[��*�* 8�@.��*¢����������')�\5���0���S

Vρ −∇ρ = 0,

Vu −∇u = 0,
v � � w

κ − µ(ρ) + λ∇ · Vρ = 0, v � ¦$w
∂tρ + ∇ · (ρu) = 0,

∂t(ρu) + ∇ · (ρuuT ) + ρ∇κ −∇ · τ(Vu) = 0.
v �4� w
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V
��� %�1��[��%�������,2�e��'^�7'����^%�! 0>��,�,�������'+!&��%�0`��5��?�2%�0 �����

D := Kd
D

�3%7�35��D�3�������
R := Kn

R

�2��S ��S

V := {u : Kd
D → Kn

R}

�c�������
KD

������%�����'?��5��M��%�0>������E.��*��g�
KR

�35��7�3�������7E.��*�� �����
d, n

�352�M����0>����'���%���'c%�!j�352�M��%�0>�����
���2� �3�������������'),d��������J���*�l�S^nV% !&1��)��5����>'�,b�����F! l���5��R!&12��������%�� '),.�������e���2��������%��.��*e,���%�,b���"�3����' ����� @b�
���2�����g�.��S��2S��35��(!&1����m�3��%��]�����f���

Cm
%��<��%p@b��*�%����$�3%$�352��<�%�@d%�*���JK<K,.�����

Hm
S4 ����')���)���3�X!&12��������%��p'�,������

Vh

;<�F�35$E.���F�3�X����0>����'���%��
m

��'+�('�1�@2'����[%�!d�W!&1����m�3��%���'),.�����<;<�F�35T��5��
,��)%�,b���)��l?�35.��� ��5��j!&1����m�3��%���'	���)��2��E.�����7*�%K����*�*Flc%��(�35��I��*���0����4��'

e
%�!��35��I12�������)*�l����2�c��%�0�,�12�\�6�3��%��.��*

���)���
T
Sgÿ�!

ê
������%��3��'W��5��$���m!&���)�������$��*���0>���4�(%�!

e
�����

Fe

�35��T0>��,�,2�����
Fe : ê → e

�d;[�$����E.�2�T�35��
*�%K����*�@.��'��f!&1���������%��O')���

Vê

%��]��5��f���m!&�����������o��*���0����4�
ê
�35��)%�1���5

Vê := {ϕ1, ·, ϕdim(Vê)}.
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Vh

��'X��5����]���FJ����]��'

Vh :=
{

uh ∈ V : uh|e := ue :=
∑

ϕ∈Vê

g(ue,ϕ) ϕ ◦ F−1
e , for all e ∈ T

}

.

@A�A����*�*
Ve := span{ϕ ◦ F−1

e : ϕ ∈ Vê}
��*�%K����*?!&1����m�3��%�� '�,.�������

ue ∈ Ve

� *�%��t��*?!&12��������%��g�
���2�

DOFe := {ue,ϕ, ϕ ∈ Vê}
�35��M'����W%�!+*�%��t��*	������������'(%�!I!&�)������%�0]S�ÿ�� %������D�3%a������%��),d%��3�����7��*�%�@.��*

,��)%�,b���)������'�%�!.��5��X����'����)�����^!&1����m�3��%��M'�,����������35��!&1����m�3��%��T'�,.�����e5.��'V�3%W,2��%iJ������e�D0 ��,2,������
g
@b����;[�����

��5�� *�%K����*e������������' %�!?!&��������%�0 v DOFe

w �������35��R��*�%�@���*e������������' %�!?!&��������%�0
DOF := {ui : i =

0, · · · , m}
S@A� '�120>0>������:����	��5.���M�R����'����������>!&1��2���3��%��C'),.�����

Vh
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V
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T
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Vê
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ê
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g
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��*�%�@.��*V������������'(%�!I!&�)�����2%�0RS+4`����'����)�����M!&1����m�3��%��
uh ∈ Vh

��'W������%��)�����2��*�l]���mE.�����-��'W�a'����f%�!+*�%��t��*
!&1��2���3��%���'

ue

;<5������o��*�%K����*d!&12��������%��O,��)%ZJ�������'c��������')'c��%$�35��f*�%��t��*g������������'D%�!/!&�)�����2%�0 v DOFe

w S
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Lh

��'<��0>��,�,������T�35����c������'<%��O����')�����m�3�f!&1����m�3��%���'�����S��2S

Lh : Vh → Wh.

ne5�������@ l���;^�e')1�,�,b%�'��[�35.���I�?����')���)���3�^%�,d���3����%���0>�tlT��*�;^�il�'j@b�X������%�0�,b%�'����$���4�3%(�D��*�%�@���*KU(,b�������3%��
Lpre

�.��')���c%�!/*�%��t��*d%�,b���3�6�3%��)'
Le

�.�����R�$��*�%�@.��*�%�,d���3����%��
Lpost

�.�yS���S

Lpre : Vh → {Ve, e ∈ T },

Le : Ve → We, for all e ∈ T ,

Lpost : {We, e ∈ T } → Wh,

Lh = Lpost ◦ diag{Le, e ∈ T } ◦ Lpre.

�c�����
diag{Le, e ∈ T }

��'T� �2�¢����%��.��*0 ������� k-��%�0�,d%�'����C@ lA�35�� ���4�3�)����'
Le

SjGc%��3� ��5.���7;<���35A�35���'
���mE.���F�3��%��A%�!X�R����'����������>%�,d���3����%��o;[�a��������@�*�����%R��%�0T@������>%�,d���3����%���'

L1
h

�����
L2

h

���A�R*�%K����*j;X�tl��
,��)%iJK�������O�35����

L2
pre ◦ L1

post = Id
���yS���S

L2
h ◦ L1

h = L2
post ◦ diag{L2

e ◦ L1
e, e ∈ T } ◦ L1

pre.
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KR =
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�2%�0 �����

d = � � ����� � � �+� �����O�3���2���
n =
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Vh ⊂ V
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Vê =

����������
/���������0������bS/ne5��$��*¢��')'
,2��%iJ�������'(��� �F�3���3����%��c!&%��c��5��$��������')'W%�!I��5��M��� ����������'

e
%�!I��5��M���)���gSaÿ�� ������������%��O�352�M!&%�*�*�%i;<�����

0�����5�%���'<�����f,��)%iJK��������u
v � w ������������$������$�� � & �����/���#$�� u �<����1����2'j�35��e��*�%�@.��* � 1�0T@b���I%�!.�35��e�����������e%�! !&��������%�0 ;<����5

*�%K����*�� 1�0M@d��� �����/����$>%��O�352�o���4�3����l ��S.ne5 1�'��b���X��%��)����'),d%�����'D��%$�35��f0>��,�,������
g
���]%�1��

��@�')���3���m�<����E.�2���3��%��gS

v @ w *#��������������
������������������ ����u&�<����1�����'<@.��'��(!&1����m�3��%��]')���
Vê
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LK[LK−1[· · · L2[L1[U ]] · · · ]]
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